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L’intCr&t que l’on Porte depuis un certain temps a la theorie des operateurs 
aux differences finies est dti en grande partie, au role tenu par ces operateurs en 
analyse numerique. Pourtant ce n’est pas toute approximation par les diffe- 
rences finies d’un probleme differentiel bien pose qui conserve sur les reseaux 
les propriMs caracteristiques de ce dernier. Dans le cas des problemes avec 
le temps ce phenomene avait conduit a la fameuse condition de stabilite 
des schemas aux differences finies, due a Friedrichs, Courant, et Levy. 11 
s’est rev& que le m&me effet peut se produire pour les problemes elliptiques. 
Cette situation ayant CtC recemment CtudiCe de faGon sysdmatique, la notion 
d’ellipticite des operateurs aux differences finies a CtC mise au jour il y a a 
peine cinq ans, ce qui permit de developper la theorie elliptique corres- 
pondante (cf. [l], [2]). 11 en ressort que l’ellipticite est une caracteristique 
(algebrique) d’un schema aux differences finies qui doit, en premier lieu, 
&tre prise en consideration lorsqu’on approxime un probleme differentiel 
elliptique. Le present article, faisant suite a l’article [3], a pour objectif de 
detailler les resultats de la note [l], concernant la theorie elliptique des 
operateurs aux differences finies. 
1. DEFINITION D’UN OPBRATEUR AUX DIFFERENCES FINIES ELLIPTIQUE 
Dans tout ce qui suit, on use des notations introduites dans [3]. On a 
etudie dans [3] l’algebre des operateurs aux differences finies (0.d.f.) g symboles 
a@., x, 6) appartenant aux classes 9”) v E R. On y supposait que 
a”@, xs E) =F,+, a Ctait une fonction. Tous les resultats obtenus dans [3] 
restent manifestement valables pour les symboles a(h, X, 5) et symboles 
canoniques a(x, E) dont les transform&es de Fourier sont de la forme 
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avec a’(/~, x, f) E -Ep, a’(~, f) E K, , c’est-A-dire pour les symboles a@, x, 5) et 
symboles canoniques a(x, 0 ayant une limite non-nulle a,(h, t) et, respective- 
ment a,(f) (x -+ 00) et tels que 
a(4 x, 0 - G$4 5) E =% 9 4x, 6) - 45) E K . 
On notera encore 9” et, respectivement, K, les classes de tels symboles. 
Remurque 1.1. On vCrifie aiskment que tout symbole canonique u(x, 0 
de la forme 
+, 5) = %(E) + 4% E) 
oh a,(&) et a’(~, 5) vkrifiant les conditions 
est un symbole de K, . 
La classe de tels symboles sera notbe par Kyo, Kvo C K, . 
DEFINITION 1.1. Soit Ah un o.d.f. de symbole u(h, x, 6) E -E”, et de 
symbole grad& 
ur(Ah> = c +, 0, j+, 6) E Ks, > so = lJ. 
QO 
Ah est dit elliptique (0.d.f.e.) si la partie principale Ou(x, l) de son symbole 
grad& vCrifie 
I Ou-y% ty 6 M-l I WE I-“, Vx, 5) 6 Rx” x (~,n\W). (1.2) 
On appelle m constante d’ellipticid et le symbole u(h, x, 6) vkrifiant (1.2) 
symbole elliptique. 
Renzarque 1.2. La condition u(h, x, f) E 9, entraine les inCgalitCs 
I O4% a < c I WC I”, W, 0 E &” x (TP\VW> (1.3) 
I 4% x, 01 < C<SEY, ‘d(k x, S) E IO, hoI x Rzn x W, (1.4) 
oti c est une constante. 
En effet, vu que Ou E K, , on a 
I ‘a@, 01 G CW” j. I “4x, 511 dx < II ‘a” II--Y I WE I” 
RX* 
la norme II Vi I/+ &ant dkfinie par (2.2) dans [3]. 
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Puis (1.4) resulte immediatement de la formule (2.7) et des conditions (2.6) 
dans [3] avec j = N = 1 01 1 = 0, la constante dans (1.4) coinc’idant avec 
Ia”I-“. 
2. PARAM~TRIX D'UN 0.d.f.e. 
On va construire ci-dessous des parametrix a gauche et a droite d’un 
0.d.f.e. Dans tout ce qui suit on note par Tjh un operateur regularisant, c’est- 
a-dire Tjh: H,(O, h,) ---f H&O, ha) est continue Vs (cf. [3]). 
THBORBME 2.1. Soit un 0.d.f.e. Ah de symbole gradue’ ur(Ah), 
I1 existe un 0.d.f.e. Rh tel que l’on ait: 
ici I est l’identite’. 
Ah 0 Rh - I = Tlh, 
Rh Q Ah - I = Tzh, 
(2-l) 
Dkmonstration. On va construire le symbole grad& ur(Rh). Utilisant 
ensuite le Theoreme 2.1 dans [3] on peut construire Rh par ar(Rh) (modulo 
Th). 
Soit 
dRh) = c “&, 0, “REK,,. c-w 
k>O 
Vu le Theo&me 6.1 dans [3], on a 
ur(Ah 0 Rn) = C $ a;‘a(x, f) D”,‘“R(x, 5). 
j,k,a . 
(2.2) 
Notant par I la matrice unite d’ordre p et posant 
PO = -v, Oa”R = I, 
pk = -v f max 
itk 
(Sj - I L-d I + Pi), 
s3-bl+P<CPk-l+v 
(2.4) 
‘a’“R + c 4 @aDgR = 0, 
sj-lal+oi=D~+v . 
i<k 
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on trouve successivement pk et “R, utilisant (1.2). En vertu du choix, on a: 
pk -+ - 00. On verifie aisement que ‘cli E Kp”, . 
En effet, on doit montrer que 
k@, E) = kRm(t) + kR’(x, 5) 
oh IcR,(e) et IcR’(x, E) verifient (1.1) avec pk substitue a v. On a 
‘R(x, 6) = (‘45) + ‘a’(~, El)-’ = O&‘(f) - ‘a;‘(f) ‘a’(~, 5‘) OR@, 5). (2.5) 
Vus (1. l), (1.2), il resulte de (2.5) que 
‘R,(E) = o&1(5), ‘R’(x, f) = - “u;~(() ‘a’(~, f) OR@, .$) 
verifient (1.1) avec --v substitue a v, ce qui prouve que OR E Ko, . On demon- 
tre de facon anologue que kR E Kik . 11 est essentiel ici que les matrices 
kR(x, 5) sont des sommes finies de produits ne contenant d’autres facteurs 
que Oa-l(x, 0, ja(x, .$ et leurs d&i&es en (x, 6). 
La construction d’un parametrix a gauche est en tous points analogue au 
cas consider&. L’associativitt de la composition des o.d.f. permet d’affirmer 
que les parametrix Q gauche et a droite coi’ncident et sont bien d&finis (modulo 
Th). 
L’ellipticite de Rh est Cvidente. 
3. ESTIMATION a priori POUR LES FAMILIES DES 0.d.f.e. 
On va Ctablir dans ce paragraphe les estimations a priori pour les 0.d.f.e. 
et tirer de ces estimations quelques consequences utiles. 
THBORBME 3.1. Soit une fumille des 0.d.f.e. Ah de symbole a E 9” et de sym- 
bole grad& u,(Ah). Alors quelques soient s et s’ &eels, s’ < s, les estimations 
suivuntes sont vulables 
[I u 11s G 4[l Ahu IL + [I 2~ IL,>, VA E IO, ho], vu E E&(0, ho). (3.1) 
Ici la constante c ne depend pas de h et u (voir dans [4] pour la definition 
des normes). 
Dt!monstrution. La seconde des Cgalites (2.1) permet d’ecrire 
Rh 0 Ahu = u f TZhu, (3.2) 
oh, selon la convention admise dans [3], Tzh designe toute famille d’operateurs 
envoyant H,(O, &) dans H.&O, ho) pour tout s E R1. 
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Puis en vertu du ThCoreme 2.1, on a: 
RE=Z,, (3.3) 
la fonction matricielle R &ant le symbole de la famille Rh. 
Vu le ThCoreme 4.1 de l’article [3], on obtient 
[I u IIs = [I Rh 0 Ahu - Tshu 11s G [I Rh 0 Ahu 11s + [I T,“u 11s 
G 4 Ahu Us-v + 4 u IIs, 1 
avec les constantes c, , cs independantes de h et U. 
Remarque 3.1. En realit& on a pour une famille elliptique Ah d’ordre v 
une estimation encore plus forte, a savoir 
11 u Ils,h < C(il Ahu iis--v.h + /I U /ls’,h)> Vh E IO, ho], vu E fw, ho), 
vs, s’, sf < s. (3.1)’ 
Ici c ne depend pas de h et u. 
En effet, notant encore une fois le regularisateur de Ah par Rh et utilisant 
1’inCgaliti: (4.2) de [3], il vient, pour tout s’ E Rl 
Dans les applications, une forme plus precise de l’estimation (3.1) s’avere 
trb utile. Pour simplifier, on va supposer dans tout ce qui suit que s,, - sr > 1, 
s,, et sr Ctant les ordres respectifs des deux premiers termes du symbole grad& 
dune famille des o.d.f. 
THI%O&ME 3.2. Soit une famille des 0.d.f.e. de symbole a E L$ et de symbole 
grad& ur(Ah), 
ur(Ah) = c li+, t), ord ka = sk , SO-ssl>l. 
k>O 
Soit m la constante d’ellipticite’ pour A h. Alms pour tout s E RI l’estimation 
suivante est vt!~ijit!e, avec une constante indkpendante de h et u 
[I u IIs d m-W Ahu IL + 4 u lls-1/2 , Vh E IO, hol, Vu E f&(0, h,). 
(3.4) 
Dkmonstration. Vue la densite de l’espace S(0, ho) dans H,(O, ho), Vs E R1 
(cf. [4]), on peut supposer sans restreindre la genQalitC que u E S(0, ho). 
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Designant par tAh la famille conjuguee de la famille des o.d.f. Ah, on peut 
Ccrire: 
11 Ahu &,h - m2 11 u jfh = ([tAh(DI)P(S-“) Ah - m2(D,)2q u, u$. (35) 
Utilisant le Thtoreme 6.1 de [3], il vient: 
u~(~A~(D,)~‘~-~) Ah - m(D,)““) = c ip(x, f) 
j>O 
avec 
(3.6) 
Op(x, f) = tOu(x, 5) Ou(x, f) 1 f.+ 12(s-v) - m2 1 0+ jzs 2 0, (3.7) 
ord Op = 2s, ordlp <2s-- 1. (3.8) 
Appliquant le Theoreme 8.1 de [3] a la forme quadratique (3.5), on trouve 
qu’elle est bornee inferieurement 
II Ah* llZ---Y.h - m2 II u I& 3 --c II * ll,“-I~2.h , Vh E IO, ho], vu E S(O, ho), 
(3.9) 
c Ctant une constante independante de ?I et u. 
Maintenant la borne superieure en h ~10, ho] des deux membres dans (3.9) 
donne I’inCgalitC (3.4). Le ThCoreme 3.2 est demontre. 
COROLLAIRE 3.1. Soit une forme quadratique elliptique Q!(u, u), 
G@, u) = (A%, u): (3.10) 
Ah e’tant une famille des 0.d.f.e. de symbole a E -E”, et de symbole grad& ar(Ah), 
dAh) = 1 k4x, 0 
k>O 
ord ka = sk . (3.11) 
Supposons que Oa(x, 5) soit une matrice hermittienne et que 
(3.12) 
en outre, on suppose que 
so - s, > 1. (3.13) 
Alors, avec une constante c indkpendante de h et u pour la forme quadratique 
(3.10) l’estimation suivante est vt%@%e: 
Re a(% U) 3 m /I u lf+v,2.h - c 11 u li:++(v--1)12.h . (3.14) 
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En effet, l’inegalite (3.14) est une consequence immediate du 
ThCorbme 8.1 de l’article [3]. 
Remarque 3.2. Revoyant la demonstration du Theo&me 3.2, on est amen& 
a la conclusion qu’au lieu de (3.4) on peut ecrire une plus forte estimation, Q 
savoir, avec une constante c independante de h et u on a 
m &ant, comme convenu, la constante d’ellipticite de la famille Ah. 
Maintenant on va demontrer la reciproque du Theo&me 3.1. 
THBORBME 3.3. Soit Ah une famille des o.d.f. de symbole a E YV . Supposons 
que la famille Ah v&i$e l’int!galite’ (3.1)’ au moins pour un couple de nombres 
&eels s et s’, s > s’, et pour une suite monotone de valeurs de h tendant vers zero: 
h = h, , j = 1, 2 ,..., hi 4 0. Alors la famille Ah est ,elliptique. 
Dkmonstration. Vue l’inegaliti: (cf. [4]) 
II u llSZ,h < E II 24 lISI,h + G II u lIS3,h, 
VE > 0, Qsj E RI, s3 < s.2 < s1 . 
C, ne d&pendant que de G, on peut poser dans (3.1)‘: s’ = s - 1. Puis, saris 
restreindre la generalite, on peut supposer que s = v = 0. En effet, posant 
Bh = (D,)S-y Ah(DS)-S, $4 = Wz)” 44, 
on ram&e (3.1)’ a la forme 
On va montrer que la famille Bh est elliptique. L’ellipticite de Ah en resultera 
irnmediatement. 
Soient 
f (4 E G,‘VEn) et 
On va prendre dans (3.15) la fonction V(X) selon la formule 
V(X) = f (x) eih-‘x.n. (3.16) 
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= cw” ~hifi,4,nj,,2 Goh-1,>-2 l”fh(5)12 d5‘ 
+ (27p ~~j,,2C,hjlj,sn <56+h-%7)-2 <w2 (Se>” I.Pw12 d=! 
d c/z2 Ilfll,“,h + CA2 llfll:.h G G2 IId,“,, . 
Ainsi, on a obtenu 
II 2, II-1.h < 0% IlfllLh * (3.17) 
Puis notant par b(h, X, .$ et %(x, 0 respectivement le symbole et la partie 
principale du symbole grad& de Bh, on peut Ccrire, utilisant la formule de 
Lagrange: 
(B%) (x) = (2+” s ei2*t[6(h, x, h-l7 + f) - b(h, x, h-lv)]fh(f) df 
Th 
%(h, x, h-17) = b(h, x, h-17)) - 06(x, 7)), 
et rappelant que 6 E go , on obtient, vue la dkfinition des classes 9” (cf. [3]): 
I w, x, h-$)1 d (w-” 1 I m XP 
Rx” 
h-l4 - qx> 7111 (5h-l,Y1 <5h-1,Y dx 
S, &ant l’ordre du terme %(x, 7) suivant Ob(x, 6) dans I’expression du symbole 
grad& ur(Bh). Aussi, on obtient: 
II l~fllo.h d & I lr” 1-Q Ilfllo.* d c,J+’ Ilfll0.h . (3.19) 
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Posant 
Q&4 = (24-” j eis%(h, x, h-lq + p() @f”(t) df, 
%A 
designant par J&,, le cube {I I& / < 0,5 [ Q / , 1 <j < TZ> et par CIT,,, 
l’ensemble complementaire de II,,,, dans T& , on peut ecrire: 
&a(t) = (27F j GYh, E - x, A-% + px) x”fYx) dx 
T;h 
= P7P jnn hb”=V, 4 - x, h-% + PX> x+(x) dx 
+ (27TY j @V, E - x, h-% + PX) <5X1 G> x+(x) dx 
Cn,,h 
Utilisant le lemme de Schur pour estimer la norme de l’operateur 
xap + Tla(ff~) dans L&7,& on trouve: 
(3.20) 
Notant que 1 E” 1 < C(&) pour 1 CL I = 1, [ E Tzh , et utilisant 1’inCgalitC 
(3.20), il vient avec une constante c independante de h etf : 
(24-” jn, h I Wx?/?12 df $ ch2 II f 11;~ . (3.21) 
Appliquant encore une fois le lemme de Schur a l’estimation de la norme 
de l’operateur ([,) xolJ” + T2a((&> x~F) dans L,(CQ,,), on trouve 
II T2a II L,+ <P-)-nmax syp I I Fh(h 6 - x, h-l? + px)I (5,)-l dx, cnGl 
sup x jcn, h 1 gh(h> 6- x> h-3 + PXI (5,Y df] (3.22) 
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Par consequent, avec une constante c independante de h et f l’inCgalitC 
suivante est verifite: 
(3.23) 
Rapprochant les estimations (3.21) et (3.23), il vient: 
II Qcx 1lo.h < ch Ilfllz.i, . (3.24) 
Compte tenu de (3.15) et vue I’identite (3.18) et les intgalites (3.17), (3.19), 
(3.24), on est conduit a l’inegalite 
oti c et c, ne dependent pas de h et f E Com(Rzn). 
Posant dans (3.25) h = hj et faisant tendre hj vers zero, on obtient: 
c II o&, ~)f(~)llo z llfllo 3 Vf E Com(%n) (3.26) 
d’oh il vient immtdiatement que 
I O&x, ?)I 2 co > 0. 
Notant que 
(3.27) 
O4% 71) = I wn I” Ob(% 7) 
(cf. le ThCoreme 6.1 dans [3]), on obtient finalement 
I Oa(x, v)l 3 c I wn I”. (3.28) 
Le Theo&me 3.3 est demontre. 
4. EXEMPLES 
On va considerer dans ce paragraphe quelques approximations des opera- 
teurs differentiels elliptiques 
(1) Optkateurs de Cauchy-Riemann 
La famille des o.d.f. a$ de symbole 
(4.1) 
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approxime l’operateur de Cauchy-Riemann 8, . Neanmoins, @h/g) n’est 
pas une famille elliptique, quelques soient les pas des reseaux. En effet, les 
circonferences 1 1 + iriX 1 = 1, 1 1 - r,X 1 = 1 dans le plan complexe CA1 
ont toujours deux points d’intersection, dont l’un est h = 0 et I’autre different 
de zero. Cela signifie que la condition (1.2) ne peut pas &tre verifiee pour le 
symbole (4.1). 
RCCcrivant l’operateur 8, sous la forme du systeme de Cauchy-Riemann, 
D 
A=i D1’ 
II 
-4 
27 
D , 
1 II 
on peut indiquer des approximations elliptiques de ce dernier. Aussi, les 
familles des o.d.f. 
A,h = it 2shl ’ 
II 
-Dsz,h, 
Dz& 
(4.3) 
z,.hl ) 
approximent de facon elliptique le systbme (4.2) quelques soient t E [0, 11, 
t # 0, 5, et les pas des reseaux hi, j = 1,2. Pour t = 0, 5 l’approximation 
(4.3) n’est plus elliptique, car son symbole est une matrice dCgCnCrCe n 
point (w;‘, w,l). Certaines approximations au moyen des differences finies 
du sysdme de Cauchy-Riemann ont CtC considerees dans particle [5], ainsi 
que par d’autres auteurs. 
(2) Opt+ateurs de Laplace 
La famille des o.d.f. -Ah de symbole 
CT(-Ah) = 1 wf 12, a(-Ah) E Sz, 
est l’approximation classique de l’operateur differentiel 
(4.4) 
-A = f DF. 
j=l 
11 est evident que la famille des o.d.f. de symbole(4.4) est une famille elliptique 
d’ordre 2, quelques soient les pas hj des reseaux. 
L’approximation de l’operateur (4.5), ayant pour symbole l’expression: 
(I ?=’ I2 + 43 E de 2 5 = cc, 5,), (4.6) 
n’est elliptique que lorsque 
n-1 
z1 c2 < r2. (4.7) 
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Si (4.7) n’est pas v&if%, le symbole (4.6) s’annule, 
lorsque r,t, = T et 5’ satisfait I’Cquation: 
Cela signifie que dans ce cas la condition (1.2) ne peut pas Ctre vCrifiCe. 
Notons qu’en tout cas l’approximation de symbole (4.6) ne conserve pas sur 
les rtseaux une propriCt.5 t&s importante de l’opkrateur -A, A savoir celle 
d’eStre un opkrateur non-nkgatif. 
L’opCrateur aux diffkrences finies 
(4.8) 
approxime l’opkrateur de Laplace avec l’ordre d’approximation h4 lorsque le 
rCseau est cubique: hi = h; ici on a note: 
Pour n > 3 cette approximation n’est pas elliptique. En effet, le symbole de 
l’opkrateur (4.8) est une fonction a valeurs rkelles: 
u(Azh) = - I WE I2 + & c, 1 we9 I2 I WC~ I29 427 E 5% , 
h#j 
cette dernikre &ant nkgative pour ] wg / suffisamment petit et positif lorsque 
) wp 1 = 2, n > 3. 
11 est facile de vkrifier que l’approximation 
sur les rkseaux de pa’s hj = h, est d&j& une famille elliptique avec I’ordre 
d’approximation ha. Les approximations (4.9) ont CtC examinkes dans [6]. 
(3) SystBme d’Lquations dans la thboorie de l’&uticite’ 
11 est bien connu que le systkme en question peut &tre mis sous la forme: 
A(&) = IJ’I + (P + 4 V(V.1, (4.10) 
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ici x E Rn, U(X) est fonction colonne d’ordre n, I est la matrice unit6 d’ordre n, 
V et (V.) dksignant respectivement les oph-ateurs de gradient et de divergence. 
Notons par +Vh et (+V.h)’ respectivement les opkrateurs de gradient et de 
divergence sur le rCseau oh les diffkrences sont prises “en avant”. De m&me, 
-Vh et (PV.~) dksignent des opkrateurs correspondants sur le rCseau oti les 
diffkrences sont prises en “arrihe”. 11 est facile de vkrifier que les familles, 
des o.d.f. 
WA?*,) = P4hl + (P + 4-tVh(-Vh.), 
Ch(Da,h) = @lhJ + (CL + X)-Vh(+Vh.), 
(4.11) 
sont des approximations elliptiques du systkme (4.10) qui conserve sur les 
rkseaux la propriCtC de positivitk de ce systkme. 11 en rksulte immkdiatement 
que les approximations 
-@t&h) = tBh(De.h) + (1 - t, Ch(Dz,h), O<t<1, 
jouissent Cgalement des propriMs ci-dessus. En outre, l’approximation qui 
correspond A t = 0,5 a l’avantage d’avoir un meilleur ordre d’approximation. 
(4) Systlrnes fortement elliptiques 
Le systkme (4.10) est un cas particulier des sysdmes fortement elliptiques, 
qui peuvent &tre mis sous la forme 
Aa,B(~) &ant des matrices symktriques vkrifiant la condition 
c 4g%~ z c I 5 121nl 
Inl=lL3l=m 
et l’ordre de l’optrateur B(x, 0%) &ant infkrieur & 2m. 
11 est immtdiat que la famille des o.d.f. 
(4.15) 
est une approximation elliptique de la partie principale de I’opCrateur (4.14), 
qui conserve sa propriM importante d’&tre un ophateur non-nCgatif; il est 
nature1 d’appeler ces approximations fortement elliptiques. 
11 a lieu de noter que les approximations fortement elliptiques des systkmes 
diffkrentiels fortement elliptiques forment un ensemble convexe. 
Un article spCcia1 sera consac& & l’ktude des familles des o.d.f. approximant 
des opkrateurs pseudodiffkrentiels. 11 se rCvkle que dans ce cas la condition 
d’ellipticit6 (1.2) introduite dans [l], coincide avec celle proposCe dans [2]. 
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